Topologia
Lista 3 (topologia, baza topologii)

Zad 1. Pokazac, ze wykonujac dowolng ilos¢ razy operacje domkniecia i dopelnienie na ustalonym
podzbiorze przestrzeni topologicznej otrzymamy maksymalnie 14 réznych zbioréw. Ile zbiorow
otrzymamy w przypadku podzbioru (0,1) NQ U [2,3) U {5} prostej euklidesowej R?

Zad 2. Opisac topologie oraz rodzine zbioréw domknietych wyznaczonych przez metryke dyskretna.
Zad 3. Poréwnac wszystkie topologie z zadan 5, 6, 7, 8 z listy 1.
Zad 4. Ktore z podanych rodzin stanowia topologie na zbiorze X = {a, b, c}:

a) {{a},{a, b0} {a,b,c}}, c) {0, {a}, {b}, X},
b) {0, {a},{b,c}, X}, d) {0, {a,b}, {b,c}, X}.

Zad 5. Pokazac, ze w kazdej przestrzeni topologicznej metryzowalnej X, to jest takiej w ktorej
topologia pochodzi od metryki,

a) zbior jednoelementowy jest domkniety,

b) speiony jest warunek Hausdorffa, tj. Vi yex Jvvexe otwaree U NV = 0.
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Zad 6. Niech X bedzie zbiorem liczb naturalnych. Sprawdzi¢, ktore z danych rodzin sg topolo-
giami na X:

Fr={{1,2,3,....,n} :n e N} U{0,N}, F,={{1,3,5,....2n — 1} : n € N} U {0, N},
F3={A C X : A jest zbiorem skoniczonym lub A = X},
Fy={AC X : X\ A jest zbiorem skoriczonym lub A = 0}

Dla rodzin bedacych topologiami wyznaczy¢ rodziny zbioréw domknietych i sprawdzi¢, czy pochodza
one od metryki?

Zad 7. Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem, gdzie X jest zbiorem a (Y, 7) przestrzenia
topologiczna. Czy rodzina 7, = {f~H(U) : U € 7} jest topologia na X?

Zad 8. Sprawdzi¢, ze jezeli (X, T) jest przestrzenia topologiczng i A C X, to para (A, 74), gdzie
Ta={UNA:U € 7} jest przestrzenia topologiczng.

Zad 9. Opisa¢ najmniejsza topologie na plaszczyznie X = R2, w ktoérej wszystkie proste sa
zbiorami domknietymi. Poréwnaé te topologie z topologia euklidesows.

Zad 10. Pokaza¢, ze rodzina B = {(a,b) xR : a,b € R, a < b} jest baza topologii na plaszczyznie
X = R2. Poréwna¢ te topologie z topologia euklidesows oraz wyznaczy¢ wnetrza oraz domkniecia
zbiorow

A={(z,y):x—1<y<z+1}, B={(z,y): -1 <y <1}, C={(z,y): 2> +y> < 1}.

Zad 11. Sprawdzi¢, czy rodzina B = {[a,b), (a,b] : a,b € R, a < b} jest baza pewnej topologii
na R.

Zad 12. Pokazac, ze istnieje baza przeliczalna wprowadzajaca na R topologie euklidesowa.

Zad 13. Niech B bedzie baza topologi na R sktadajaca sie z przedzialow (a,b), a < b. Pokazad,
ze topologia plaszczyzny euklidesowej R? pokrywa sie z topologia wprowadzona przez baze B x B.

Zad 14. Pokaza¢, ze rodziny By = {[a,b) : a,b € R}, B} = {(a,b] : a,b € R} sa bazami
pewnych topologii na R, ktore oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez 7y 1 7(;.

a) Czy topologie 71, 7(] s3 ubozsze, czy bogatsze od topologi euklidesowe;j?

b) Czy ciagi @, =1+ %, y, =1 — L sa zbiezne w topologii 71 lub 7(7

c) Pokazac, ze 71y N 7(] jest topologia na R. Co to za topologia?

d) Opisa¢ topologie generowana przez 7pyU 7(].

Zad 15. Niech X = {xg,x1, 22, ...} bedzie nieskoriczonym zbiorem przeliczalnym. Pokaza¢, ze
rodzina

B = {{x1},{z2},{23},..} U{U C X : X \ U zbior skoniczony i zo € U}

jest baza pewnej topologi na X. Opisa¢ operacje wnetrza i operacje domkniecia w tej topologii.



