
Topologia

Lista 3 (topologia, baza topologii)

Zad 1. Pokaza¢, »e wykonuj¡c dowoln¡ ilo±¢ razy operacje domkni¦cia i dopeªnienie na ustalonym
podzbiorze przestrzeni topologicznej otrzymamy maksymalnie 14 ró»nych zbiorów. Ile zbiorów
otrzymamy w przypadku podzbioru (0, 1) ∩Q ∪ [2, 3) ∪ {5} prostej euklidesowej R?

Zad 2. Opisa¢ topologi¦ oraz rodzin¦ zbiorów domkni¦tych wyznaczonych przez metryk¦ dyskretn¡.

Zad 3. Porówna¢ wszystkie topologie z zada« 5, 6, 7, 8 z listy 1.

Zad 4. Które z podanych rodzin stanowi¡ topologi¦ na zbiorze X = {a, b, c}:
a) {{a}, {a, b}, {a, b, c}}, c) {∅, {a}, {b}, X},
b) {∅, {a}, {b, c}, X}, d) {∅, {a, b}, {b, c}, X}.
Zad 5. Pokaza¢, »e w ka»dej przestrzeni topologicznej metryzowalnej X, to jest takiej w której
topologia pochodzi od metryki,

a) zbiór jednoelementowy jest domkni¦ty,
b) speªniony jest warunek Hausdor�a, tj. ∀x,y∈X ∃U,V⊂Xzb. otwarte

x∈U, y∈V
U ∩ V = ∅.

Zad 6. Niech X b¦dzie zbiorem liczb naturalnych. Sprawdzi¢, które z danych rodzin s¡ topolo-
giami na X:

F1 = {{1, 2, 3, ..., n} : n ∈ N} ∪ {∅,N}, F2 = {{1, 3, 5, ..., 2n− 1} : n ∈ N} ∪ {∅,N},

F3 = {A ⊂ X : A jest zbiorem sko«czonym lub A = X} ,
F4 = {A ⊂ X : X \ A jest zbiorem sko«czonym lub A = ∅}

Dla rodzin b¦d¡cych topologiami wyznaczy¢ rodziny zbiorów domkni¦tych i sprawdzi¢, czy pochodz¡
one od metryki?

Zad 7. Niech f : X → Y b¦dzie odwzorowaniem, gdzie X jest zbiorem a (Y, τ) przestrzeni¡
topologiczn¡. Czy rodzina τf = {f−1(U) : U ∈ τ} jest topologi¡ na X?

Zad 8. Sprawdzi¢, »e je»eli (X, τ) jest przestrzeni¡ topologiczn¡ i A ⊂ X, to para (A, τA), gdzie
τA = {U ∩ A : U ∈ τ} jest przestrzeni¡ topologiczn¡.

Zad 9. Opisa¢ najmniejsz¡ topologi¦ na pªaszczyznie X = R2, w której wszystkie proste s¡
zbiorami domkni¦tymi. Porówna¢ t¦ topologi¦ z topologi¡ euklidesow¡.

Zad 10. Pokaza¢, »e rodzina B = {(a, b)×R : a, b ∈ R, a < b} jest baz¡ topologii na pªaszczyznie
X = R2. Porówna¢ t¦ topologi¦ z topologi¡ euklidesow¡ oraz wyznaczy¢ wn¦trza oraz domkni¦cia
zbiorów
A = {(x, y) : x− 1 < y < x+ 1}, B = {(x, y) : −1 ≤ y ≤ 1}, C = {(x, y) : x2 + y2 < 1}.
Zad 11. Sprawdzi¢, czy rodzina B = {[a, b), (a, b] : a, b ∈ R, a < b} jest baz¡ pewnej topologii
na R.

Zad 12. Pokaza¢, »e istnieje baza przeliczalna wprowadzaj¡ca na R topologie euklidesow¡.

Zad 13. Niech B b¦dzie baz¡ topologi na R skªadaj¡ca sie z przedziaªów (a, b), a < b. Pokaza¢,
»e topologia pªaszczyzny euklidesowej R2 pokrywa si¦ z topologi¡ wprowadzona przez baz¦ B×B.
Zad 14. Pokaza¢, »e rodziny B [ ) = {[a, b) : a, b ∈ R}, B ( ] = {(a, b] : a, b ∈ R} s¡ bazami
pewnych topologii na R, które oznacza¢ b¦dziemy odpowiednio przez τ [ ) i τ ( ].

a) Czy topologie τ [ ), τ ( ] s¡ ubo»sze, czy bogatsze od topologi euklidesowej?
b) Czy ci¡gi xn = 1 + 1

n
, yn = 1− 1

n
s¡ zbie»ne w topologii τ [ ) lub τ ( ]?

c) Pokaza¢, »e τ [ ) ∩ τ ( ] jest topologi¡ na R. Co to za topologia?
d) Opisa¢ topologi¦ generowan¡ przez τ [ ) ∪ τ ( ].

Zad 15. Niech X = {x0, x1, x2, ...} b¦dzie niesko«czonym zbiorem przeliczalnym. Pokaza¢, »e
rodzina

B = {{x1}, {x2}, {x3}, ...} ∪ {U ⊂ X : X \ U zbiór sko«czony i x0 ∈ U}
jest baz¡ pewnej topologi na X. Opisa¢ operacj¦ wn¦trza i operacje domkni¦cia w tej topologii.


